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１． コピー紙の縦と横 

 ルート２について文科系大学生がどれだけ知っているだろうか．私は情報数

学の講義で取り上げてみた．ルート２は 2 と書き，自乗すると２になる数で

ある．この値を学生に言わせて見る．知らない学生には， 

112  と 422  より 221   

25.25.1 2  と 96.14.1 2  より 5.124.1   

のように計算をして，はさみうち法によりルート２の値をある程度は筆算で求

められることを説明する．計算しなくてもルート２は 1.41421356（ヒトヨヒト

ヨニヒトミゴロ），ルート３は 1.7320508（ヒトナミニオゴレヤ）などの語呂合

わせで覚えている学生もいる． 

身近なものとして A4 サイズ，B4 サイズなどのコピー紙は縦と横の比率が 1

対ルート２になっているが意外と知られていない．中学の幾何の時間または高

校の 1 年生で習っているはずだが，受験に数学が必要なかったのか，それとも

数学嫌いなのか忘れてしまっている．そこで，この問題を学生に考えさせてみ

る． 

 

問１ コピー紙の縦と横の比率を求めよ． 

 

縦と横は 1 対２，あるいは２対３だと学生は見た感じで答える．そこで，コ

ピー紙はこのように半分に折っても縦と横の比率が変わらない素晴らしい性質

を持っていると実演する．このような図形を相似図形という．学生たちは始め
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て知ったのか，この事実にあらためて

感動する．この相似を使えば縦と横の

比率は求まるのだ． 

長方形の縦と横の比率を１対 xとし

よう．半分に折った長方形を考えてみ

ると，縦が
2

x
で横が１になるから， 

1:
2

:1
x

x   

となる．内頄の積は外頄の積に等しいから（これは中学校で習っているはずだ）， 

11
2


x

x  

となり，これを解いて 2x を得る．つまり，コピー用紙の縦と横の比率は

2:1 であるのだ． 

 

２．無理数であることの証明 

ルート２は無理数として知られている．そこで無理数はどんな数だろうかと

学生に質問すると，無理数は小数点以下が無限に続く数である，と答える．そ

れでは 999999.0  のように無限に続く数も無理数なのだろうか，と意地悪な

質問をする． 

333333.0
3

1
  

999999.03
3

1
  

であるから 

999999.01  

となり，これは無理数でない．無理数は正確には循環しない無限に続く数であ

る． 

 

1 

x  

2

x
 

 

図１．コピー紙の縦と横の比率 
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1333333.0
15

2
  

5711428571428.0
7

1
  

などのように無限に続くが，小数点以下が循環する場合は無理数とは言わない．

循環小数は無限級数を計算することで分数に表すことができる． 

有理数は整数の比で表されるが，無理数は整数の比で表されない．ここまで

正確に答えられる学生は尐ない．無理数の｢無理｣は日本語では他の意味にもと

らえら適語ではない．明治時代に英語の rational number と irrational number

を翻訳して有理数と無理数になったが，意味的には整数比で表されるかどうか

の違いであるから，｢有比数｣と｢無比数｣にした方が正しいと指摘する数学史家

もいる． 

 

 問２ 2 が無理数であることを証明せよ． 

 

さて，ルート２が無理数であることの証明をしてみよう．つまり整数比で表

されないことの証明である．これは高校の数学Ⅰ・Ａの教科書に説明されてい

るが，証明問題は大学受験に出る可能性が尐なく勉強しないようで，わかって

いない学生が多い．これは大切なことなので，ここに再録する．証明は背理法

を用いる．ルート２が， 

は互いに素な自然数）とqp
p

q
(2   

のように整数の比で表されたとする．互いに素ということは既約分数で表され

ていることである．この式の両辺を自乗して分母を取り払うと 

22 2pq   

となる．この式より
2q は２の倍数である．

2q が２の倍数であるなら q も２の

倍数である．（証明のこのあたりがちょっと難しい．）そして， 

は自然数）mmq (2  

とおく．そしてこの式を前式に代入して整理する． 
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22 24 pm   

22 2mp   

この式から
2p は２の倍数である．

2p が２の倍数であるなら p も２の倍数で

ある．以上の結果をまとめると， qは２の倍数であり， p は２の倍数である．

このことは p と qはたがいに素であると仮定したことに矛盾する．よって 2

は
p

q
のように分数（整数比）で表すことができなく，無理数である． 

 

３．有理数の濃度と無理数の濃度 

有理数の数（かず）と無理数の数（かず）はどれくらいあるのだろうか．ど

ちらが多いのだろうか．ここにちょっと面白い話題を紹介しよう．ユークリッ

ド幾何学では｢三角形の２辺の和は他の１辺より大きく，２辺の差は他の 1 辺よ

り小さい｣と学んできたはずだが，｢三角形の２辺の和は他の１辺に等しい｣ある

いは｢すべての線分の長さは等しい｣ことを証明しよう?! もちろん，これは詭

弁であるが，どこが間違っているか見抜けるだろうか． 

図２のように三角形 ABC がある．底辺 BC と平行に ''CB を引く．一般に｢直

線は点の集まり｣であり，｢平面は直線の集まり｣であり，｢立体は平面の集まり｣

である．線分 BC は点がぎっしり詰まっている．その代表として点 P を選ぶ．

点 P と頂点 Aを結ぶと線分 ''CB と交差する．そこで，その交点を Qとする．線

分 BC 上のすべての点は線分 ''CB 上の違った点として対応する．線分は点の集

合であると仮定したので，線分 BC と線分 ''CB は等しい． 

私は大学１年生の頃，習いたての大学数学を友達に話したくて仕方がなかっ

た．この詭弁は｢線は点の集合であ

る｣ということに間違いがある．点は

いくら集まっても線にはならない．

ただ点が集まっているだけだ．無限

というのを理解することはいかに難

しいかということである．そして，

自然数，有理数や無理数の数（かず）

 A  

B  C  

'B  'C  

P  

Q  

 

図２．線分 BC と線分 ''CB は等しい？ 
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はどちらも無限にあるが，自然数と有理数は番号が付けられる（数える上げる

ことができる）無限の集合であるが，無理数は番号が付けられない（数え上げ

ることができない）無限の集合であることがわかっている． 

カントールは対角線論法を用いて，自然数と区間 ]1,0( の実数には 1 対 1 の対

応がつかないことを証明した（1891 年）．自然数の集合と 1 対 1 の対応が存在

する集合の濃度は，自然数の集合の濃度と等しいわけであるが，この濃度を 0

と書き｢アレフゼロ｣と読む．有理数は自然数と 1 対 1 の対応がつくから濃度は

0 である．は英語の Aに対応するヘブライ語の文字である．濃度が 0 であ

る集合は可付番である，あるいは可算無限であるという．それに対して実数の

集合の濃度をと書く．そして 

 0  

である． 

   

４． 接線の方程式 

 話がだいぶそれてしまった．今回のテーマはルート２の計算についてであっ

た．ルート２は２次関数とそれに接する接線の方程式がわかれば効率よく求め

ることができる．接線の方程式は高校数学の数学Ⅱで習った微分の考え方を使

えばよい，と説明しても，文科系大学生は大学受験に必要なかったから微分や

積分を授業で習わなかったと言う．そこで学生の言い分に妥協して数学Ⅰの２

次関数についての予備知識だけで説明する． 

２次関数は２次に比例する関数である．中学校では１次に比例する直線の１

次関数を学ぶが，高校では２次に比例する曲線の２次関数を学ぶ．２次関数の

概略図をノートに描かせてみると，これは覚えている．つぎに，２次関数に接

する接線の方程式を求める問題を出す． 

 

問３ 
2xy  の 2x で接する接線の方程式を求めよ． 

 

微分を習ってないのでできないと文句をいう学生が多いので，微分を使わず

に数学Ⅰだけの知識で解ける方法を説明する．２次関数を
2xy  ，接線の方程
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式を baxy  とする．接するということは２次関数と直線が｢１点で交わる｣

ということだ（図３）．そこで，２つの式において，これらの解が重解（解がひ

とつ）をもつ条件を求めてみよう． 

baxx 2
 

02  baxx  

判別式 042  baD から 

4

2a
b   

接線は２次関数上の点 ),( 2xxP を通るから，接線の方程式に代入して， 

4

2
2 a

axx   

これを解いて， 

22 44 aaxx   

044 22  xxaa  

0)2( 2  xa  

となり，接線の方程式の定数が求まる． 

xa 2  

2
2

4

4
x

x
b   

以上を整理すると，点 ),( 2xxP で接す

る接線の方程式を ),( YX を変数とすれ

ば， 

22 xxXY   

となる．この式に 2x を代入すると 

44  XY  

つまり 

44  xy  

が接線の方程式となる．微分を使わなく

ても計算はできることは確かだ． 

 

-6

-4
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0

2
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

),( 2xxP

 

図３．２次関数と接線 
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５．ニュートン・ラプソン法 

 以上は数学Ⅰレベルの知識で接線の方程式を計算したが，微分を使って接線

の方程式を求めてみよう．まず，２次関数
2xy  の点 ),( yxP で接する接線の傾

きを求めてみよう．接線の傾きは微分係数として求まる．微分係数の考え方は

次の通りである．最初から点 ),( yxP の１点だけで接すると考えるのではなく，

x座標がわずかに h だけ離れた点 ))(,( 2hxhxQ  との２点で交わっていると

考える．そして点 P と点 Qの勾配を計算する． 

hx
h

hhx

xhx

xhx

x

y













2

2

)(

)( 222

 

そこで，接するとは１点で交わることであるから，点 Qを点 P に近づけるこ

とにする．つまり x を 0 に近づけるのである． x を 0 に近づけるとき， y も

0 に近づき，分母も分子も 0 に近づくので値が求まらないのではと思うだろう

が，値はきちんと計算される．このような操作を極限をとると言う．そして，

この値が接線の傾きになり，これを導関数 )(' xf として表す． 

x
h

hhx

x

y
xf

hx
2

2
limlim)('

2

00











 

また，接線は点 ),( 2xxP を通るので，接線の方程式を ),( YX 座標で表すと， 

)(22 xXxxY   

22 xxXY   

となり，判別式で求めた方法と同じになる． 

さて，ここではルート２を計算することが主目的であった．ルート２を求め

る場合は，２次関数 

22  xy  

を使う．元の２次関数を y 軸方向にマイナス２だけずらしたものである．そし

て，この 2 次関数の接線の方程式を求める．導関数が使えるので計算が楽であ

る．接線の方程式は一般に 

))((')( xXxfxfY   

であるから，この式に 2)( 2  xxf と xxf 2)('  を代入すると 
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)(2)2( 2 xXxxY   

となり，これを整理すると， 

22 2  xxXY  

となる．さて，この接線の方程式が X 軸を切るとき，つまり 0Y のときの値

を求めてみよう． 

)
2

(
2

11

2 x
x

x

x
X   

右辺において，いま仮に 1xx  とする．この値を上式の右辺に代入して計算

された値を 2xX  とすると， 

)
2

(
2

1

1

12
x

xx   

のような漸化式ができる． 1x の初期値として、たとえば 11 x を設定する．こ

の値を上式に代入して
2x を計算する．そこでつぎの 1x の候補として今，計算し

た 2x の値と入れ変える．このような操作を何回か繰り返せば，ルート２を筆算

で求めることができる．表１では３回の繰り返し計算で 1.414215 となり小数点

以下 5 桁まで値が求まっていることになる．この方法は微分法を考え出したニ

ュートンの名前をとってニュート

ン・ラプソン法と呼ばれている． 

BASIC や C 言語のプログラムで

ルートを求めるときは，計算を打

ち切る誤差として 1x と 2x の差の

絶対値が  （たとえば
710
）以下

になるときなどと設定しておけば

よい．  

 

問４ ルート２の計算方法を使ってルート５の値を小数点以下 3 桁まで求め

よ． 

 

ルートを計算するためにパソコンでは SQRT または SQR などの組込み関数が

計算回数 1x  2x  

1 1 5.1
2

3
  

2 
2

3
 416.1

12

17
  

3 
12

17
 414215.1

408

577
  

表１．漸化式によるルート２の計算 
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ある．電卓ではルート記号（√）のついたボタンがある．どちらも，ニュート

ン・ラプソン法による繰り返し計算が行われていて，パソコンや電卓の中に，

ルートのデータがあらかじめデータベースとして用意されているのではない． 

パソコンも電卓もずいぶん性能がよくなったものだ．1960 年代～1970 年代

初めは，パソコンはなかったし，電卓も高価で技術は発展途上にあった．四則

演算とルートの計算に時間の差があり，それを目で確認することができた．足

し算や引き算は Enter キーを押すと一瞬にして答えが表示されたが，ルート計

算は数秒かかった．すぐに結果が出るルートと計算に時間がかかるルートがあ

った．一生懸命計算している電卓を眺めながら，いまこのあたりの繰り返し計

算をしているのだなと思える古きよき時代であった． 


